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62065 Spiegelung an einer Ebene 2

Vorwort

Berechnet man Spiegelungen vektoriell, dann bestimmt man Bildpunkte mit Lotvektoren.

Dies wird im Text 63235 ausflhrlich besprochen.

In vorliegendem Text wird daraus eine Abbildungsmatrix erzeugt, und zwar an Beispielen und ganz

allgemein, was zu einer ,schlimmen® aber nitzlichen Formel fihrt.
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62065 Spiegelung an einer Ebene 3

1 Methoden aus der Vektorrechnung

Bei der Spiegelung eines Punktes an einer Ebene fallt man das Lot vom Punkt A auf die
Ebene. Fur diese Lotgerade verwendet man einen Normalenvektor der Ebene. Diese Lotgerade
schneidet E im sogenannten LotfulRpunkt F. Das Spiegelbild A" von A liegt auf dieser Lotgeraden, so

dass F der Mittelpunkt von AA'ist.

» A
@)
Verwendet man Ortsvektoren, dann kann man L c
eine der folgenden Methoden anwenden: v 7
(Zuerst muss F berechnet sein). AN
'Al
1. Methode: Vektorenvergleich
FA' = AF d. h. a-f= a
Daraus folgt: a'=2 _é| *)
2. Methode: Vektoraddition:
OA'=0A+2-AF d. h. ¢ cd+.  -d)
Daraus folgt: @ .f-3 *)

Zahlenbeispiel: [Der Punkt . [-1] 1) sollanE. +y-3z=.J gespiegelt werden.

2
Lotgerade L: rNormale:  .tor n =[ 1 } vo. E wird als Richtungsvektor
2
0 2
vonLve  ndet: X=|-1|+r-| 1
1 -3
nnittpunkt mit E: . koordinatenweise in E einsetzen:

Jor]+[=14r]-3:1=3r]=10 = 14r=14 = r=1

(0 2 2
LotfuRpu. f:[—1J+-[1J:[OJ = F(2]0]-2)

1 -3 -
- 2 0
Jetzt die in die Spiegelungsgleichung (*) einsetzen: a'=2 O2 - —11
4 ]
Es folgt: a'=| 1| = |A (4|1|—5)
-5
Auf der nachsten Seite zeige ich eine Tricklésung.
Hinweis: Liegt die Ebenengleichung als Parametergleichung vor, muss zuerst ein Normalenvektor

berechnet werden.
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Tricklosung fiir eine Ebenenspiegelung

r —Achse
1. Schritt: Aufstellen der Gleichung der Lotgeraden: ,
r=6 A A
|
Fir die Gleichung einer Lotgeraden verwendet man als Aufpunkt [
|
den Punkt A, den man spiegeln soll. I
|
Als Richtungsvektor verwendet man den der Ebenengleichung |
|
entnommenen Normalenvektor n . ; !
h T
Dann lautet die Lotgerade: X=a+r-n L '__,I+F
il
2. Schritt: ~ Berechnung des LotfuBpunktes F :
IL
Dazu setzt man den allgemeinen Punkt der Lotgeraden '
koordinatenweise in die Ebenengleichung ein. e)
Im Beispiel der Zeichnung erhalt man das Ergebnis r = 3.
r=0
A

Der LotfuRpunkt wird also dann durch x=a +-ﬁ berc

Man benétigt ihn aber bei dieser Ldsungsmethode gar nichh ''—.  weglasse::

3. Schritt:  Berechnung des Bildpunktes

Jetzt kommt der Trick: | Weil zur  oildpunky.  ~r Para.. At gehért,
unc . zum LotfuBpunkt, “esem Beispiel) gehort,

+hort zum g7 .nten Bildpunn ." der doppelte Parameterwert .

Der Bildpunkt folgt also aus Xx=2a+[6]-

Zum Z?" _.ibeispielvon. 2 7:

L L “unkt A(O|-1]1) s anE: 2x+y-3z=10 gespiegelt werden. ’

2
Lotgerac I Jormalenvektor n =£ 1 ] von E wird als Richtungsvektor
-3
0 2
von L verwendet: X=|=1|+r-| 1
1 -3
Schnittpunkt mit E: L koordinatenweise in E einsetzen:

2-[2r]+[=1+1]-3-[1=3r]=10 = 14r=14 = r=1

0 2 4
Spiegelbild a'_[—1]+-[1}£1} = F(4]1]-5)
1 -3 5

Die Spiegelungsgleichung wird bei dieser Idee also gar nicht gebraucht!
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2
2.1 Beispiel 1

Verwendung von Matrizen

[ Der Punkt A(x,|y,|z,) sollanE: x+y+z=0 gespiegelt werden. ]

Lotgerade L:

Schnittpunkt mit E:

LotfuBpunkt:

Spiegelbild:

In Matrixschreibweis

Ergebr’ Die Matrix .

Beispiel. Spieglung von

1
1

Der Normalenvektor n = [
1

von L verwendet:

.

z

X4
Y1

|

1

L koordinatenweise in E einsetzen:

Xy +r+y,+r+z,+4r=0 = 3r=—

ro X TYim %
3
- (K] X —y, -z
A R ;’1 1.
Z k

1
1
1

|

Y1 =24

J von E wird als Richtungsvektor

o) >
L
\

—

LS

(4
3
.2

)

a

_2
3

\

% = yJJrr i A B T
21/ 3 1/
‘5. —2 = Ay 2y, _2
X1 =3% 34 SRS a4
'Ly1‘§x1_§- 2z :k’o 3Y1—3z
2y =5X =%y - —Zx -3y, +52
& — (% 1 2 -2
X'- 5 3 20w loder x'=3-2 1 -2
_2 _2 1 Z -2 -2 1
K 3 3 Z Sl
1 2 _2
3 3 3
ie Spie, yanElautet S=\-2 1 -2
2 _2 1
3 3 3
3|6]-3) an dieser Ebene.
2
3 3 1-4+2 -1
2016 |=|2+2+2|=| 2 | = A'(-1]2]-7)
% -3 -2-2-1 -7

Es gibt Kontrolimdglichkeiten fur diese Ergebnisse:

(1):

g

-1
2
-7

/|

3
6
-3

|

|

4
4
4

Also wurde (tatsachlich) senkrecht an E gespiegelt.

()

1

3[

1
-2
-2

-2
1
-2

-2
-2
1

1
2
-3

1-4+6
-2+2+6
-2-4-3

3
6
-9

JaAaEH

1
2
-3

J = P'=P

P(1]2]-3) ist ein Punkt von E. Er muss also Fixpunkt bei dieser Spiegelung sein:

1
] Dieser Vektor ist kollinear zum Normalenvektor n = {1} von E.
1
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2.2 Beispiel 2

[ Der Punkt A(x1 |y, |z1) sollan E: 2x+y-3z=0 gespiegelt werden]

2
Lotgerade L: Der Normalenvektor n :( 1 j von E wird als Richtungsvektor
-3
X4 2
von L verwendet: X=|y[+r-| 1
z, -3
Schnittpunkt mit E: L koordinatenweise in E einsetzen:
2«\x1+2r\+\y1+r\—3-\z1f3r\:0
2x,+4r+y,+r-3z,+9r=0
14r = -2x, -y, + 3z,
_ 2%~y +32
- 14
(X ox —v. 235, )
LotfuBpunkt: f= y] + T2 mYi 32
z,) L 14 | 3
X LYV (2 A _ _ 2
Siegelbild: é'z(yﬂ ‘ X1_{L3Z1 — ]:L) —2X -y, +32 ( 1 ]
z,) ~ 1) \z, ——T7  1|-3
/ X\ =7X Vi +5Z -2y, +32
d. h. y1'J= Vi—2x,-5 2z |=|-sx,+3y,+2z,
\z,' z Sx.+3y, Exi+3y, -2z,
7 -2 6 \(X
Abbildungsgleichung: 'o-2 63
LG 3 \Z
1
-2 6)(3 9+2 7
Pun!  spiel: A(BI-1v »a'=3-2 6 3 |-1|=1-6-6|=|-2| = A'(L|-2|%)
6 3 -2)10 18-3 1
(¥ Y ey (R
Kontrolle der Spic. Jsrichtung: AA'=| 22— —11=| -2 |=|-3].] 1 |=—-2.h,
15 0 15 -3

Also wurde senkrecht zur Ebene gespiegelt.

Kontrolle eines Fixpunktes auf E: Wahle x =1 und z =1, dann folgt aus der Ebenengleichung:

2x+y-3z=0 = y=-2x+3z=-2+3=1. Fixpunktsollte sein: B(1]1]1).

(3 -2 &)1 3-2+6 7 (1
Bildpunkt: b'=1/-2 6 3 ||[1|=1.[-2+6+3|=1-]7|=[1|=b
6 3 -2)(1 6+3-2 7)

Ergebnis: B ist Fixpunkt.
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2.3 Beispiel 3

Im Beispiel 1 wurde an einer Ebene gespiegelt, die durch den Ursprung geht.
Jetzt verschiebe ich die Ebene E aus Beispiel 1, so dass der Ursprung nicht mehr auf ihr liegt:

[ Der Punkt A(x1 |y, |z1) sollanE: x+y+z= gespiegelt werden. ]

1
Lotgerade L: Der Normalenvektor n = (1} von E wird als Richtungsvektor
1
X4 1
von L verwendet: X=|y|[+r-]1
z, 1
Schnittpunkt mit E: L koordinatenweise in E einsetzen:
Xy +r+y,+r+z,+r=1 = 3r=" « -Yy,-2
r:1—x1—y1—z1 5 > A
3 L
: S~
- 1 _ — _ 3
LotfuRpunkt: f=y, +M- | "
Z 3 L \
"
X;) _
Spiegelbild: '=|y, |- = 1TE,
z, ~ 1)
X1_%X1 -2z M+%X1_%Y1_%Z1
X'= Y1F‘%X1_%L Tzy | =15 ix 3y -3z
' j—%x1—§y1—§z1 35 -3vi+3z
(% % _% X1 % 1 -2 2 X1
In Mat~’ e x|+ -% ; 2| |y |oder X'=|2|+3|-2 1 2|y,
\ . _% % z, % -2 -2 1 Z,
1 _2 _2
3 3 3
Ergebni. Die Matrix fiir . Spiegelung an E lautet S=|-2 1 -2
2 _2 1
3 3 3

Die Abbildungsgleichw g enthalt jedoch einen additiven Verschiebungsvektor: x'= +S-X.

W[ w[N wn

Den Grund erkennt man aus der obigen Rechnung: Weil die Ebene nicht durch den Ursprung geht,

enthalt r den Summanden % woraus sich dann dieser Verschiebungsvektor ergibt.
Er hat also etwas mit dem Abstand des Ursprungs von der Spiegelungsebene E zu tun.
. . - (9} 1-0-0-0 (1} , (]
Rechnet man von O bis zum Lotfulpunkt, dann liest man oben ab: f =|0 |+ ————|1|=2-]1].
0 1 1

Dass in der Abbildungsgleichung dann das Doppelte steht, liegt an der Verdoppelung des Vektors
bis zum Spiegelbild.
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2.4 Beispiel 4
Im Beispiel 1 wurde an einer Ebene gespiegelt, die durch den Ursprung geht.
Jetzt verschiebe ich die Ebene E aus Beispiel 1, so dass der Ursprung nicht mehr auf ihr liegt:
[ Der Punkt A(x,|y,|z,) sollan E: 2x+y-3z=14 gespiegelt werde]w.
2
Lotgerade L: Der Normalenvektor n=| 1 | von E wird als Richtungsvektor
-3
X4 2
von L verwendet: X=|y[+r-| 1
z, -3
Schnittpunkt mit E: L koordinatenweise in E einsetzen:
2~\x1 +2r\+\y1 +r\—3-\z1 —Sr\ =14
2X,+4r+y,+r-3z,+9r =14
14r =14 -2x, -y, +3z,
r=1—_2X1 -y, +3z,
14
(X)) T ey - 2
LotfuRpunkt: - [yJ X L?’j 1}
Z4 L . k
~ A X1 _ — 2
Siegelbild: v, +2-’:— yﬂ|- R R O T U 2) M
LZ1 L_SJ Z4 7 -3
(X1'\ 1HA-2x -2y, 3z 2 ixi -2y, +2z
d. h. y yi+2-2x. ly +3z /=211 [+ -3x,+ 3y, + 32
) Lz1-6+-6 2y, -3z -3 +Sx,+3y, -22,
3 6 \(x 4
A’ aungsgleichuny X'=32 o 3 ||yl+|2

Hier beobz.  ‘t man dasselbr
enthalt die Ab.

der Spiegelungse.

ngsgleic*

r

J einen Verschiebungsvektor, der ein

jie in Beispiel 3: Weil die Ebene nicht durch den Ursprung geht,

Vielfaches des Normalenvektors

Fallt man ndmlich das _ot vom einem Punkt Pq,auf E, dann liefert die oben gezeigte Berechnung den

- (X oy _
LotfuRpunkt: f=lys |+ 14 22V +32 )
z, 14
__ (0 5.0_ -
Ist P4 jedoch der Ursprung, folgt: OF = LO] + 1+W
0

In der Abbildungsgleichung steht das Doppelte davon.
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2.5 Herleitung der Spiegelungsmatrix an einer beliebigen Ursprungsebene

Gegeben sei eine Ebene E durch den Ursprung: ax+by+cz=0.

Ger Punkt P(x, |y, | z,) soll an E gespiegelt werden.

Lotgerade L von P,(x,|y,|z,) auf E:

2
Der Normalenvektor n =[ 1 J von E wird als Richtungsvektor von L verwendet:
X4 a
X=|y,|+r-|b
z, c

-3
Schnittpunkt mit E: L koordinatenweise in E einsetzen:

a-|x,+ra|+b-|y, +rb|+c- |z +rc|

ax, +a’r+by, +b*r+cz, ~*r=0

r«(a2 +b? +c2):—ax1 -

ax, + by, +cz,

2 4pPc?
(X ¢ ‘a)
LotfuBpunkt: f= yﬂ+ _ax12+ (i .
I Y

. . _ 4 ax, -by, +cz 1)
Siegelbild: X'y |2 =" 2=
\Z, J [ b |

Als Abkiirzung verwe,  oF .t a?+b?+c? 2

(1-22)x -22y, -227

% g ab c _ ab b? bc
d. X'=| ”n—2x1— 7 2z |= —2n—2x1+(1—2n—2)y1—2n—221
Y b c? 2
2= =205 4-257, ) | 2%x -2y 4 (1-25)2,
In -ixschreibweise:
_r _oab  _oac
(1 2n2 2n2 X4
_ b b? b
== Y
_oac  _obe  4_9% |\Z
. 2nz 2nz 1 2nz

Nebenrechnung fiir die Hauptdiagonale:

_ a’ _n? a® _ a’+b*+c?-2a® _ -—a’+b’+c? . _ a’-b?+c? _ a’+b®-c?
S14 _1_2n_2 _n_2_2n_2 - n? T a2+b?+c? analog. S22 = a’+b?+c? und Sa3 = a?+b%+c®

Jetzt wird niz = m ausgeklammert, und das Urbild schreibe ich ohne den Index 1:

] —a?+b%+c? —2ab —2ac X

i — —2ab CI —2bc ||y
a’ +b? +¢? 2 . p2_c2

—2ac —2bc a“+b°-c z

www.mathe-cd.de
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2.6 Herleitung der Spiegelungsgleichung an einer beliebigen Ebene

Gegeben sei eine Ebene E durch den Ursprung: ax+by+cz= @

Ger Punkt P(x, |y, | z,) soll an E gespiegelt werden.

Lotgerade L von P,(x,|y,|z,) auf E:

a
Der Normalenvektor n = [bj von E wird als Richtungsvektor von L verwendet:
c

Schnittpunkt mit E: L koordinatenweise in E einsetzen:

a~|x1 +ra|+b-|y1 +rb|+c-|z1 +rc|

ax, +a’r+by, +b*r+cz. “r=d
r~(a2+b2+cz)=d—ax1 y o7

o4 ax e
v w2 +,c2 a2 A 2 +_Cz

. (x N ™ (a

LotfuRpunkt: - yﬂ+ 4 = ey
z, . +b+c a“ +b [

. . - ' y a. v,+cz,| |2
Siegelbild: ¥ i | +2: | — || b
kz1 ?° . +c a“+ -C c

Nun trenne ich den konstan. ur  .nden ab:

a -
ol by @) | oa (2
- 9 2 _I LC a? +b2 +¢2 | ¢

Dara. rdvoélliganalogzut =9
a® ab ac
27 2% 2% |rx g (2
)*(u —2% 1—2% —2b—§ y1 +ﬁ b
" " " a“+b" +c” | ¢
L—z% —2be q_2% %
n n n
Oder ausflhrlich:
1 —a?+b? +c? —2ab —2ac X - a
X'=—0——— —2ab g haEE -2bc ||y |+5—5—|b
e —2ac —2bc a?+b?-c?|\z) ¥ *thT+ci ¢

Es folgen einige Beispiele dazu.
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